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MÉMOIRE
SUR

LES LIGNES DU SECOND ORDRE.

Une ligne du second ordre est la section faite

par un plan dans une surface conique à base cir-

culaire; de là vient que ces lignes prennent ordi-

nairement le nom de sections coniques ^ ou sim-

plement de coniques.

La droite que déterminent les deux points de

contact de deux tangentes quelconques d'une co-

nique, est appelée, par abréviation, corde de

contact.

Le pôle d'une droite, tracée à volonté dans le

plan d'une conique, est le point fixe autour duquel

tournent toutes les cordes de contact des paires de

tangentes issues des différens points de la droite.

— Celte droite , elle-même , est. dite la polaire du

point fixe.— On sait construire la polaire lorsque

le pôle est connu, et le pôle lorsque la polaire

est connue, en n'employant que la règle seule-

ment.

'^-r^v.



Un prohlèm(^ linéaire^ ou problème de la

règle, est celui tlonl la rcsoliiilou ^ryplilquc s'cflec-

tue avec la ll^ne droite seule.

La Géométrie de la rè^le a pour objel les pro-

priétés de sllualion des systèmes de lignes droites.

Nous erviploierons le njol de projection dans

le même sens que celui i\Q perspective- Dans tous

les cas, le tableau, ou la surface de projection, est

im plan. — Ainsi une conique csi la projection

d'un cercle.

Avant un nombre quelconque de points rangés

coniuie on voudra sur un plan, si l'on joint par

des droites le premier au deuxième, le deuxième

au troisième, le dernier au premier, on for-

mera une figure fermée à laquelle on est convenu

de donner le nom de polygone.

Dans la description des systèmes de lignes, et

dans Texposiiion de leurs propriétés, nous amons

consianunent en vue le piincipe de la corrélation

des figures. Ce principe lumineux est sa>4amment

développé par Tiilustre auteur de la Géométrie de

position.

l.a proportion harmonique règne entre (rois

quamit('s, lorsque la piemière moins la deuxième,

est à la deuxième moins la troisième, comme la

première est à la troisième.— La théorie des lignes

harmoniques est intimement liée à celle de la géo-

îBélrie de la règle.
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Dans la vue d'abréger le discours et de mieuï

faire sentir renchaînement des conséquences, nous

avons, dans les figures corrélatives, conservé les

mêmes notations. Au moyen de cette analogie, les

constructions se démontrent l'une par l'autre.

On remarquera dans les planches quelques lettres

renversées. Elles désignent le point d'intersection

de deux lignes qui, de concourantes et distinctes

qu'elles étaient dans le système primitif, sont deve-

nues, ou parallèles ou asymptotes, ou même coïn-

cidentes, par suite des modifications de ce sys-

tème.

L

Trois droites fixes , issues d'un même point S,

sous des angles quelconques , étant coupées en

A , B , C par une dioite transversale arbitraire ,

on a

AG BG
-T-^ : fTô = constante.Ao BiS

IL

Ainsi, pour quatre droites fixes, issues d'ua

même point , sous des angles quelconques , et

rencontrées en A, B , C, D par une droite trans-

versale arbitraire
,

AG BG
-T-TT : -ST^ = constante.AU DU
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III.

Si donc on a , sur un même alignement
,
qua-

tre points A , B , C , D , tels , (juo les disianccs de

l'un deux, D, .lUx (rois autres , forment uue pro-

portion harmonique

OU

AD^CD CD—BD
AD ~ bD '

AC BC
AD ~BD'

le même rapport subsistera pour toutes les pro-

jections de la figure. ( Tiiéorème connu. J^oyez

l'ouvrage de Grégoire de Sainl-Viucent , Opus

^eometricum, édit. de 1647, P^o- ^' piopos. 10.

}

IV.

Une droite est divisée harmoniquemeni par

deux points , lorsque ceux-ci la partagent en seg-

mens proportionnels.

De ces deux points de division , l'un est sur la

droite même , l'autre sur le prolongement.

V.

Si uue droite AB est divisée harmoniqucment

par deux points C , D, la droite CD sera aussi di-
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visée harmoniquement par les deux points A

,

B*;(IV).
vr.

Chacune des trois diagonales d'un quadrilatère-

complet est coupée harmoniquement par les deux

autres. ( Géom. de pos. , n. 325.
)

VIL

Ayant donc, sur une droite, trois points A,
B, C, on peut, auec la règle seule, trouver,

sur la même direction , le quatrième harmoni-

que D.

La condition étant
,
par exemple

,

AC__ BC
AD~"BD'

faites, à volonté, un quadrilatère dont une des

* A, B, C, D sont quatrcs points harmoniques.

Si d'un point quelconque de l'espace on mène des

droites qui passent respectivement par A, B, C, D, ce

système de quatre lignes convergentes sera xmfaisceau

harmonique.

Nous proposons ces définitions comme un moyen d'a-

bréger ce que nous aurons à dire sur la géométrie de la

règle.

Le théorème III peut se traduire ainsi :

u Toute droite transversale, menée dans le plan d'un

» faisceau harmonique, donne, par ses intersections

j

» quatre points harmoniques. »
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diagonales tende vers C , et dont les côtés oppo-

sés concourent en A , B , respeciivemenl ; la

deuxième diaj^'onale déierniincra le point cher-

clié D (VI). Propriétés connues. ( De la Ilire
,

Sectiones coriicœ , édition de i685, pag. 9 ,

propos. 20. )

Ia's articles III , VI et VII sont des principes

pour la théorie des ali^nemens.

VIII.

Un parallélogramme, avec ses deux diagonales
,

étant coupé par une droite quelconque ; soit AB
,

CD , EF, les portions de cette transversale compri-

ses, entre les deux diagonales, et entre les deux

couples de côiés opposés , respectivement ; la

comparaison des triangles semblables donne

EA FA
ED~ FC
EB
EG

FB
FD'

CA
CF~

DA
DE'

CB
CE

""
DB

"DF'



II

d'où l'on cc^nelut:

EAEB FAFB
EGED ~ FCFD '

CA-CB DADB
CECF DEDF

Or , CCS deuxderuières relations ont lien pour tou-

tes les projections de la figure ( Il
) i

donc , elles

subsisteront encore si, au lieu d'un parallélogram-

me , on considère un quadrilatère quelconque

coupé par une transversale arbitraire qui rencon-

tre les deux diagonales , et les deux couples de

côtés opposés , en A et B, G et D, Eet F, respec-

tivement.

Et , comme on n'a égard ici qu'à la direction

des ligues, chacun des couples de côtés oppo-

sés peut représenter le système des diagonales d'un

nouveau quadrilatère formé de l'autre couple et

des deux premières diagonales. Donc

AC;AD _ BGBD
AËAF~ BFBF ^'

On lire de là

AD.CFEBrr=AFGBED,

AGDEFB= AEDB-FC,
A

CEFABD = GAFDBE
,

EGBF DA ^ EA BGDF

,
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Ces sept équations A expriment le^ïâêmes rela-

ti(3ns qui lient entre eux les douze segmcns formés

sur les côtés d'un quadrilatère-complet dont les

trois diagonales sont AB, CD, EF; elles ne sont,

toutes, que des traductions diiléreûtes d'une même
propriété.

IX.

Pour six points A, B, C, D^ E, F, rangés en

ligne ilroite, chacune des sept conditions A com-

porte les six autres; c'est-à-dire que, si une seule

d'entre elles est satisfaite , toutes le seront.

X.

Lorsque six points d'une droite sont liés entre

eux par les relations A, leurs projections jouissent

de la même propriété (II , IX ).

XI.

{Fig. i.)Une droite étant menée à volonté

dans le plan d'un quadrilatère UXYZU inscrit

dans une conique ; soient AB , CD , EF les portions

de cette transversale comprises entre les, deux

branches de 1 1 courbe, et entre les deux couples

de côtés opposés, respecliven)ent; les six points

A, B, C, D, E, F seront liés entre eux par les

équations A.

En effet, puisqu'il suffît (X) d'établir la propo-

çilion pour une des perspectives de la figure, nous
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pouvons supposer que la courbe est un cercle, au-

quel cas il vient, en désignant par T le point de

concours des deux côte's opposés XY,UZ qui sont

coupés, respectivement, en E, F par la transver-

sale arbitraire,

EAEB = EXEY,
FAFB = FUFZ,
TX TY = TU'TZ;

Or, le triangle EFT, coupé par les deux droites

UX, YZ , donne, par le principe -des transver-

sales *

,

ECFUTX = EXFCTU,
EDFZ TYz:^ EYFDTZi

donc
EA-EB FAFB
ECED FCFD

•' La théorie des transversales est un des plus beaux,

perfectionnemens de la géométrie moderne. Voici l'ex-

tension qu'elle a reçue :

« Si , ayant une surface courbe quelconque géomé-

» trique , on décrit dans l'espace un polygone quelcon-

>» que plan ou gauche ABCDE , et qu'ayant prolongé ses

» côtés indéfiniment, on désigne par ( A'B) ,
(B'A') , les

>» produits des segmens interceptés sur AB, entre cha-

j) cun des points A , B , respectivement , et les difTéren-

» tes régions de la surface courbe
,
par ( B'C') , ( C'B' ) les

» produits , etc. , on aura

(A'B')(B'C')(C'D')(D'E')(E'A')=(B'A')(C'B')(D'(7)(E'D')(A'E').

Ci'omélrit de losition , n°, 3'>o.
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Ainsi (IX), les sept équallons A sont satisfai-

tes. Donc , etc.

« Un fjuadriIiitJMO quelconque élanl inscrit dans

» une conique fjiielconqiie^soil tracée , à volont<',

)) une droite ind('finie; la corde interceptée sur

» celte transversale , entre les branches de la

» courbe , sera coupée en deux segmens par cha-

» cun des côtés du quadrilatère, prolonj^és à dis-

)) crélion : cl si, dans le même ordre, on fait le

)) rapport des deux sci^mens qui répondent à clia-

Appliqué aux surfaces du premier et du second ordre,

ce ihéorcine fournit un très-beau principe à la géométrie

élémentaire. Exemple :

« Si tous les tôtés d'un polygone plan ou gauclie

,

»> prolongés indéfiniment, touchent une même surface

») du second ordre; on a, sur chaque côté , deux seg-

» mens déterminés par le point de contact; et le pro-

I» duit de tous ceux de ces segmens qui n'ont point d'ex-

»> trémités communes est égal au produit de tous les

» autres. »

« Dans tout quadrilatère gauche , circonscrit à une

» surface du second ordre, les quatre points de contact

» sont dans un même plan. »

On a déjà remarqué , à l'occasion des transversales, que

le principe eu était dû aux anciens
,

qui , en l'étendant

à la sphère , en ont fait la base de toute leur trigonomé-

trie 'j vojez : Ptolomée, Almagesle ;
— Fr. Maurolycls,

Opuscula rnathavatica
j édition de 1^75

,
pag, 281 ;



w que côté, !e produit des rapports correspon-

» dans à deux côiés opposés égalera le produit

M des rapports correspoadans aux deux autres

» côtés. ))

Pascal nous a conservé un fragment de Desar-

gues *
,
qui coudent Ténoncé d'un théorème du

genre de celui-ci.

Dans le cas particulier , où la section conique

circonscrite est représentée par le système des

— Schubert, Nouveaux actes de Pétersùourg , tome 12,

année 1794 > etc.

La doctrine des transversales a l'avantage de s'appli-

quer également aux polygones spliériques et aux poly-

gones rectilignes : d'où la conformité qui règne entre les

propriétés de situation de ces deux figures. Voici , au

sujet de ce rapprochement, mis dans un grand jour

par M. Carnot , une extension due au savant rédacteur

des Annales de mathématiques.

« Concevons que le centre d'une surface conique

» quelconque , du second ordre , coïncide avec celui

>» d'une sphère ; le système total des courbes à double

») courbure x'ésultant de l'intersection des deux surfaces,

» jouira
,
par rapport aux arcs de grands cercles , des

» mêmes propriétés dont jouissent les lignes du second

» ordre par rapport aux lignes droites. ;» ( Tome 4 >

page 84. )

* Desargues a fait imprimer, en iGSg, un Traité

des sections-coniques
,
qui ne subsiste plus.
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âeux fJiagonnles rîu qn.uJrlIatère LTXYT/U, on re-

tonjhc sur la propf)sl!lon de l'arlicle VllI.

De ce qui vient d ehe exposé, nous j)Ounions

conclure que, dans les courbes du second ordre
,

les cordes parallèles oui leurs polwts-milleux distri-

bués sur une même droite appelée diamètre ; yieii'

draicnt ensuite les définitions et les propriétés des

centres , des diamctres-conjugués , etc. , mais

nous supprimons ces détails.

XII.

( Flg. I . ) Un triangle quelconque , EFT, étant

coupé en A , B, U , Z , Y, X ,
par une conique

j

soient D, I, H les points de concours des côtés

opposés de l'hexagone inscrit ABUZ\XA.
Vu que les transversales UX, YZ , UB, AX

rencontrent les côtés de EFT, ou a les quatre re-

lations

EX FC TU = KC FUTX,
EY FD TZ= ED FZ TY,

EIFBTU =:EBFUT1,
EX FATH= EAFHTX;

Multipliant les deux premières , entre elles , et par

FAFB EC ED = EAEBFCFD

,

(XI) il vient

EXEYFA FB TU TZ = EA EBFU FZTXTY ; (y)
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Mijltl[)Hanl les trois dernières l'une par l'autre , et

divisant par (y ) , on trouve

EIFDTH= EDFHÏI (e).

xiir.

(Fig- 1,5,4-) Cette relation (e) nous apprend

que les trois poiuis D, I , H forment un seul ali^ue-

ment, en sorte que

(( Dans tout hexagone ( ABUZYX A) inscrit à

)> une coni(jue , les trois points de concours ( D ,

)) I , H ) des côtés opposés sont en ligne droite. »

C'est sur ce princij)e , dont l'invention est duc à

Pascal ,
que nous avons établi toute la théorie

des pâles '^'^ ( 1 5<'. cahier du Journal de l'Ecole

Polytechnique, 1806. )

* (F/g-. 2.) Voici
,
pourparvenir àcebut, la première

conséquence à tirer du théorème XIII : (A) « Soient deux

triangles (abc, ABC) tels, qu'en joignant leurs sommets

» deux à deux par des droites allant de l'un à l'autre,

» CCS trois droites de construction concourent en un

9 même point (S). Si on combine deux à deux, et dans

» le même ordre, les côtés opposés aux sommets ainsi

» appariés, et qu'on les prolonge suffisamment, les trois

j' points d'intersection résullans (P,Q,ll) seront distri-

» bues sur une mcme ligne droite. »

En effet, M , N étant les points de rencontre de nb et

AC, ac et AB
;
par liypothcsc, l'hexagone M6BNcCM est tel

2
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Le ^'rand geomèlre que nous venons rie citer,

avait , au rapport de LeihnUz , donné Je nom
aHhexagrdmmitm myslicum à une certaine figure

conjposce de iix li-nes droites, dont la |>roprlc'ié

ieniarqual)le faisait le fonds d'un traité des sections-

coniques. Nous pensons que cet liexagramme niys-

ti(iue n'est autre que ïhexœ^one inscrildouinous

venons de parler.

XIV.

(7'7^. I ,) L'équallon (y) lie entre eux les douze

seijMuens que la section-conique transversale déter-

iiiine sur les trois côtés du irianule EFT. Ce ihéo-

que les points de concours (^, s, A) des côtés opposés sont

tous trois en ligne droite; donc (Xll/) l'hexagone ]\J/i>rNBCM

jouit de la même propriété; donc P
, Q , R appartiennent

à une même droite.

La corrélation de ces deux hexagones établit la pro-

position réciprotjue. Ainsi :

«« Lorsque deux triangles sont tellement placés que
,

» en combinant chacun des côtés du premier avec un

» de ceux du deuxième
,
pour avoir leur point de con-

n cours, ces trois points de construction se trouvent sur

>< un même alignement. Si, par des droites, on joint

>) deux à deux , et dans le même ordre, les sommets

» opposés aux côtés ainsi appariés, ces droites, au nom-

» bre de trois , se croiseront toutes en un même

point. »

L'article VIII fournit une autre démonstration de ces
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rèiîie est un cas parliculler de celui qne nous avons

rapporté à la note de l'ariicle Xï.

XV.

( Flg. 1,5.) Concevons que les deux points

X , Y se réunissent en un seul , et qu'il en soit

de même de U et Z. Par cette hypothèse, C et D
coïncident , et les sept relations A se réduisent à

quatre ; voici les deux premières :

EAEB FAFB

AËAF ~ BE-BF'

tliéorènies.— SI d'un point
,
pris à volonté dans le plan

d'un triangle quelconque, on mène des droites à tous

les sonamets , on aura , avec les trois côtés , un système

de six droites qui pourra représenter un quadrilatère

avec ses deux diagonales. Ce système détermine donc

,

sur ime transversale arbitraire , six points liés entre eux

par les équations A, et, partant, si on déforme le trian-

gle en telle façon que cinq de ces points restent fixes

,

le sixième ne changera pas de situation. Donc , etc.

Ces corollaires appartiennent à la théorie des aligne-

mens.

Les propriétés des pôles sont liées à celles des lignes

harmoniques. Vojez
,
pour l'histoire, la liste des auteurs

placée à la fin de ce mémoire.

On doit à Monge d'avoir étendu la théorie des pôles

aux surfaces du second ordre.
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( Fiq. 5. ) « Si ( ilouc ) on dr'forme une coni-

M que assnjélie à passer par deux points connus

jj ( A , B) el à loucher deux droites (TU, TX )

w données de position ; la corde de contact

M ( UX ) changera de silualion en pivotant sur un

» point fixe (C). »

XVI.

( Fig. 5. ) Ce point fixe, placé dans la droite

AB, est déierminé par Tune quelconque des

équations A qui, dans ce cas, sont toutes du

second degré , et donnent ainsi deux points C , K
liés entre eux par la proportion

EC_FC

ou
AC_ BC
AK ~ BK'

XVII.

( Fig. 5,6.) Si on déplace à volonté les deux

tangentes en les faisant tourner sur E , F , les

équations A ne changent pas , et , ainsi , les deux

points C, R demeurent invariables
; alors , toutes

les coniques qu'on peut décrire sur la corde AB
forment deux systèmes distincts ; dans le premier,

les cordes de contact oscillent autour du point G ;

dans le deuxième, elles oscillent autour du point K.
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XVIÏÏ.

( Fig. 6,7.) Ayant donc , sur une ligne

droite
,
quatre points quelconques , A , B , E , F,

et deux points de construction , C , K déterminés

par les formules A '• quelle que soit la conique qu'on

ait décrite sur la corde AB, si des points E , F, 011

mène deux paires de tangentes qui touchent la

courbe en X etV,UetW, les deux cordes de con-

tact UX,VW se croiseront en l'un des deux points

C, K, et celles UV, XW se croisent en l'autre.

— Les deux paires de tangentes forment un qua-

drilatère-complet dont les trois diagonales se cou-

pent mutuellement en C , R , c. De ces trois

points , le dernier seul varie avec la courbe; il se

trouve à l'intersection des deux cordes de con-

tact UW , XV -^

; ( XIII , note A.)

* En effet; les deux triangles EVX, FUW sont dou-

blement dans l'hypotlièse du théorème A , vu qu'en joi-

gnant leurs sommets deux à deux, par des droites allant

de l'un à l'autre , on^ a , dans deux ordres différens , les

points de concours C , K. Or , de la première de ces con-

structions, il suit (A) que les deux côtés VX, DW se

coupent sur la droite Kc; de la deuxième, il résulte (A)

que ces deux mêmes côtés se croisent sur Ce. Donc ,
l'in-

tersection mutuelle de VX et UW est en c j ce qu'il fallait

démontrer.
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XIX.

( ^'S- ^^
' 7- ) ^^"PP^^""^ ' malntenanl

, (\\\g les

deux paires de lan^enles soieul données de posi-

lion,el déformons la courbe assujéiie à touclier

ces qiialic dtoiics cpiolconfpies. Les deux j)oliits

A, b vaiierf>nr en conservant entre eux la rela-

tion X^ I . et 1rs si\ cordes de contact , UX
et VW, UV ei XW, UVV et XV, se déplace-

ront en pivotant , deux à df^ux, sur les trois points

fixes C. K, c déterminés par Ir-s întersrciions

niuluclles des trois diagonales du fjuadrilaière-

çoujplet (brmé par les quatre tangentes; (XVIII ).

XX.

( Fîg- 6,7.) Mais, par la théoiie des pôles '•

u Un quadrilatère quelconque ( UXVWU ) étant

» inscrit dans une conique , si on détermine les

)) points de concours, et des diagonales , et des

)) côtés opposés , chacun de ces trois points ( C,

» K , c ) sera le pôle de la droite qui joint les

>» deux autres, m

XXI.

Ainsi, (XIX) : « Dans tout qtiadrilaîèie-com-

M plet circonscrit à une conique , chacune des

» trois diagonales est la polaire du point d'inter-

» section des deux autres. »
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XXH.

( Fîg. 3. ) Si donc les trois diagonales du qua-

drilatère- complet se croisent mutuellement en

C , R , c, et que , ayant mené , à volonté, une

corde ux qui tende vers l'un , C , de ces trois

poîes , ou lire, des extrémités «, a:, à l'un des

deux autres pôles, K, c, des droites qui ren-

contrent la courbe en p , w -,
respectivement;

ies trois points G, v j w, formeront un seul ali-

gnement , et les droites uw , jcif tendront toutes

deux au troisième pôle.

Ces raisonnemens s'appuient sur ce que "nous

avons exposé dans le treizième cahier du Journal

de l'Ecole Polytechnique.

XXIIL

( Fig. 8. ) Ces quatre points u, x, u, w dé-

terminent donc six cordes qui tendent , deux à

deux^ vers l'un des trois points fixes C , K, c ,

et, par la propriété connue des pôles ^ chacune,

ux , de ces cordes est divisée harmoniquement

par son point fixe G , et par la polaire K c. Ainsi

,

par exemple , les deux droites menées des points

UfX aux extrémités de Tune des deux diagonales

qui concourent en C , se couperont sur K c ;

(m, VI.)
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Connaissanl donc un seul de ces quatre points,

1/ , X , u , w , on dcienuluera les liois autres par

de sltiiples intersections de lii^nes droites.

Cet énoncé général indicpie d'aulres aligne-

meus; mais nous avons réduit au plus petit nom-
bre possible les lignes de construclion afin (|uc la

fii^ure ne perdît rien de sa clarté.

XXIV.

( Pig. 8 , 6.) Si w ,
par exemple , coïncide avec

l'un des points B , où la courbe est rencontrée par

l'une des trois diagonales du quadiilalère-complet,

le point w coïncidera aussi avec B ; et x , v se

confondront tous deux avec le deuxième point A
où celle diagonale perce la section-conique. Alors

les tangentes en B et A se croiseront au point c de

l'inlersection mutuelle des deux autres diagonales.

Ajoutons que cette propriété est une conséquence

évidente du tliéorème XXI.

XXV.

Nous avons vu ( XIX ) cjue , si on déforme une

conique assujétle à toucher quatre droites quel-

conques, les six cordes de contact varient toutes

en se balançant, deux à deux , sur trois points

fixes déterminés par les intersections niuluelles

des irois diagonales du quadiilalère-coniplet formé



par les qnalre tangenles données. SI donc
,
par

une condition quelconque, une seule de ces six

cordes était fixée , toutes le seraient , et les quatre

points de contact s'obtiendraient par de simples

intersections de lignes droites : tel est le cas où

Ion demande ^inscrire clans un quadrilatère

donné une conique telle que la corde de contact

de deux côtés déterminés passe par un point

connu. Dans ce problème linéaire, la courbe se

construit avec la règle seulement.

XXVI.

( Fig. 5. ) EHT étant un triangle quelconque

auquel on a inscrit une conique quelconque :

soient U , X , V les points de contact des côtés

respectivement opposés aux angles E , H , T. Le

triangle inscrit UXV a , comme on sait , une liai-

son remarquable avec EHT ; ainsi
,
par exemple

,

les trois points de concours des côtés opposés sont

dans une même ligue droite , etc. — Ajoutons

que , si de l'un , E , des sommets du tri;in^le circon-

scrit , on mène , à volonté , une droite qui ren-

contre le côté opposé eu F et la courbe en A et B,

et qui, de plus, coupe en G et K les deux côtés

de l'angle opposé du triangle inscrit, les six points

E , F, A , B , G , K auront entre eux les rapports

suivans :
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D'alM.1;iU que C résulte de l'iDler:jccilon m u-

tuellc delABeiUX,

EAEB

AC
AE-AF

on a ( XV )

,

FAFB
~"

FC^ '

BE-BF'

cfautant que K résulie de rintersccilon muiuclle

de ABelUV, on a (XV),

EAEB FAFB

donc

EK' Fie

Aie Blv'

AEAF BEBF

EC FG
Eli ~Fli'

AC BG
AK.

~~ BR'

c'est-à-dire que la droite CK est divisée harmoni-

quemenl (IV), et par les deux points E, F, et

par les deux points A , B. »

XXVII.

(I^lg' 5.) « Dans un triangle donné EHT, ins-

» crire une conique telle que deux , UV, UX, des

» trois cordes de contact passent, respectivement,

» par deux points connus , R, C ? >>
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Supposons qne R, C appartiennent , respec*

tivement, aux cordos comprlsps par les angles

H, T.— Ayant mené CE
,
qui coupe HT en F,

j'inscris, à volonté, dans l'ani^'le H, une droite mn
qui tend vers C; puis, du sommet H au point de

croisement de E/« et F«, je tire une droite qui

rencontre CE en un point R appartenant à UV;
(III, VI, XVI). Alors, la droite KR détermine

les points de tangence, U, V, des deux côtés de

l'angle H.

Ce problème est un de ceux de la géométrie da

la règle ; il n'a qu'une solution lorsqu'on désigne

à l'avance les angles qui doivent comprendre , res-

pectivement, les cordes dont on a deux points
j

autrement, il y aurait six cas à examiner.

XXVIII.

(/^/^. 6, 7.) Le théorème XXI va nous conduire

à une propriété bien remarquable des lignes du

second ordre.

Rappelons-nous les constructions de la figure 6,

et supposons que Kc, par exemple, tende au

centre O de la courbe, et la rencontje en rt, h'.

alors, ïes tangentes en rt, 6 sont parallèles Tune

à l'autre; et comme, aussi-bien que les cordes

UX, VW, elles doivent concourir au point C, in-

lerseclion des deux autres diagonales EF, IH,
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(XXI, XXIV), il rcsiillc que ers six dernières

rlroilcs sont loulcs parallèles cnlre elles. D('bi;^nant

doncprir P, Qles points où la tangonte en <7 coupe

les tangenles EX, FU, et par M, N les intersec-

tions respectives de celles-ci avec le diamètre pa-

rallèle à UX; il vient

OK _ ME

mais, par la théorie des pôles, on a

OKOc = Ô^\

conséqucmment

MENÏ= Î\IPNQ.

Ainsi: a Deux droites quelconques (ME, Î\I)

i) touchant une conique , si on fait le produit des

w deux segraens (ME, NI) interceptés sur ces

h tangentes fixes entre le diamètre (MN) paral-

» lèle à leur corde de contact et une troisième

n tangente variahle (El), ce produit sera con-

)> stant. )t

XXIX.

« Décrire une conique dont on a cinq

» points? »

Par les propriétés de la figure i, on dciermiuey
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à voîonlé 5
un sixième point de la courbe en effec-

tuant les constructions indiquées (XI, XII) et

faisant usage, ou des équalions A, ou de celle (y).

Toutes ces formules se prêtent facilement au cal-

cul et fournissent ainsi des solutions très-simples et

Irès-éleganies.

On peut d'ailleurs opérer graphiquement sans

employer le compas; tout se réduit à faire, à vo-

lonté, un hexagone dont les cinq premiers som-

mets soient aux cinq points donnés, et dont les

côtés opposés concourent sur une même droite
;

le sixième sommet appartiendra toujours à la courbe

demandée; (XIII) *. Et il est bon d'observer que,

dans cette construction , trois des points donnés

peuvent être inaccessibles. Celte remarque nous

servira biemôt à résoudre plusieurs questions rela-

tives aux coniques à branches infinies,

XXX.
I

( Fig. g. ) « Par un point donné , A , faire

3) passer une conique qui soit circonscrite à un

» quadrilatère quelconque , UXYZU, dont on

)» a la direction et les prolongemens des cô-

* Cette méthode est exposée dans l'Algôbrc ds Ma-
elaurin.
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» lés, mais donl les sommets sont Inacccssi-

» l)les * ? »

Du point donné, A , menez une droiie quelcon-

que qui coupe en C , D deux des côtés opposés du

quadrilatère UXYZ/U, cl en E,F les deux autres

côtés. Celte transversale arbitraire rencontre la

courl>e demandée en un deuxième point B qu'on

obtient en faisant, à volonté, un quadrilatère auxi-

liaire, uxyzu, donl une des diajjonales^ a:z, soit

dirigée en A, et dont les quatre côtés lendenl,

respectivement, vers C, D, E,F, en telle sorte

que C , D appartiennent à des côtés opposés l'un à

l'autre; la seconde di.igonale, uj^ prolongée à dis-

crétion , coupe la transversale au point cherclié B;

(vm,xi).

Quatre droites indéfinies déterminent trois qua-

drilatères; il faut donc désigner d'avance celui

qu'on doit considérer; autrement, ce problème

,

qui aj)parlienl à la géométrie de la règle, aurait

trois solutions.

* N. B. Qu'on n'.T, ni les diagonales ciu quadrilatère,

ni les droites qui joindraient les sommets avec le point

donné, et que la description d'une seule de ces six lignes

inconnues nécessiterait beaucoup plus d'opérations que

n'en exige en tout la détermination d'un point quelcon-

que de la courbe.
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XXXI.

Le problème XXIX revient évidemment à ce-

lui-ci :

« A un pentagone donné , circonscrire une

» conique ? »

Déjà nous avons observé qu'en déterminant

,

à volonté , un sixième point de Ja courbe , au

moyen de ïhexagone inscrit ( XIII ) ,
j>lusieurs

des sommets du pentagone pouvaient être inacces-

sibles ou situés à l'infini. Ainsi
,
pour l'hyperbole,

on peut d'abord supposer que deux des côtés con-

sécutifs de ce pentagone donné sont parallèles ^

entre eux , et à l'une des asymptotes ; d'où l'on

tire un moyen bien simple Affaire passer , par

quatre points^ une hyperbole telle que l'une de

ses asymptotes soit parallèle cl une droite

connue.

XXXII..

Concevons que , en outre de celle première hy-

pothèse , deux autres côtés contigus soient pa-

rallèles entre eux et à la deuxième asymptote. La

propriété de Thexagone inscrit (XIII) ne cesse

pas pour cela d'être applicable , et elle fournit une

construction nouvelle de ce problème connu :

« Par trois points donnés, faire passer une hy-

» pcrbolc lelle q'ic ses asymptotes soient respec-
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» livempnt parallèles à deux drolles connues?»

Ou autrement,

« Circonticiire une conique à un pcntaj^one

» dont deux des sorumeis non-conii"us soûl bi-o

» lues à riufiui ? » '

XXXMI.

Il résulte e'videmment de l'article XIII que

( Pig. 10, 12. ) (( La tangente menée par l'un

« (B) des angirs d'un f)enlagoue ( BUZYXB)
» inscrit dans une conique , rencontre le côlé op-

» posé (YZ) sur la droite qui joint les deux points

» ( I , H ) où les côtés de cet an^'Ie ( B ) sont cou-

» pés, respecliveuiont
,
par les deux derniers cô-

i) tés ( XY, UZ ) non-contigus *. »

A\aiit donc à décrire une conique qui soit cir-

conscrite à un peula<^one donné , on peut trou-

* La méthode suivante, qui est due à Vllosjjiial, se

rapporte à celle que nous venons d'indiquer.

Par un point quelconque , B , d'une ligne du second

ordre , mener une tangente à la courbe ?

{Fig. II.) « Ayant conduit, du point B, les deux, cordes

n quelconques BU , FX. Par leurs extrémités , U, X , tirez-

» en deux autres rcsprciiveinent parallèles aux premières,

» et se terminant en ZY. Menez, ensuite, par B, une

» parallèle à ZY, et ce sera la tangente demandée. «

l^aité anofj tique des sections-coniques , n". 208.}
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ver tous les points de la courbe (XXIX), et , de

plus , mener des tangenles par chacun de ces

points.

XXXIV.

( Fig. 12. ) Le diéorème XXXIII subsiste en-

core lorsqu'un ou deux sommets non-contlgus du

pantagone donné sont à rinHai , ce qui complète la

solution des problèmes XXXI , XXXII , et sert à

déterminer les tangentes et les asymptotes de

rhyperbole demandée.

Appliquons ceci à l'article XXXlî oii l'on pro-

pose de décrire une hyperbole qui passe par

trois points connus^ U, X, Z, et dont les

asymptotes soient respectivement parallèles à

deux droites données , XB , XY. — Soient I ,

H les points de rencontre de UB et XY , UZ et

XB respectivement. La droite IH coupera ZY en

un point D, de l'asymptole parallèle à XB. Oa
obtient la deuxième asymptote par une coa:>lruc-

lion analogue , etc.

XXXV.
R , S étant les points respectifs où XY est

coupé, et par l'asymptote DB, et par la droiteUZ ;

les parallèles donnent

HS_X[
ZS~" RI'

d'où suit le théorème :

3
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(( Si
,
pnr l'un quelconque X des points dn pé-

» rimc'irc trune livpcibolc , on mène dcnx droites

» XB, XY, resp<'Ciivomcnt pnrailèics à ses asymp-

» foies, cl que, par nn ature poinl qnelconcpie

» U, pris sur ce périmètre, on mène à volonié

» une transversale coupant XB en H , XY en S ,

« cl ia roi II lie en L \ le lappoi l de IIS à ZS sera

» conslanl pour toutes les tlireclious de la trans-

» versale. »

Cette propric-îe de riiyppibolc est exposée d'une

autre nniviière dans les ylnnales de Mathcmull-

qucs , tome 2
,
page 266.

XXXVI.

J'ai démontré, antre part, qr.o

« Dans tout hexagone circonscrit à une coni-

» que, les diagonales qui joignent \i:s angles op-

)) poses se croisent toutes (rois en un njème

» [)oinl *. ))

* Treizième c.iliicr du Journal de rixole Poîyteclmi-

que.

Depuis la jiuhîir.ifinn du inf'mnjie ciff', je st-,is parve-

nu à une proposition plus géne'rale; elle est consignée

dans Icquatiièrnevo!i!itiedes^'/rt/2<;/ci' de Mail t'maliqncsy

pages 196 et 379.
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XXXVII.

Donc, en vertu du tlicorème XIII,

« Si tous les côtés de detix triani^lr'S quelcon-

)) fjues louchent une même couique, les six som-

» mets appartiendront à une deuxième conique. »

XXXVIII.

Et re'ciproquement

,

(( Si tous les sommets de deux triangles qnel-

» conques appartiennent à une même conique,

» les six côtés toucheront une deuxième coui-

» que. »

XXXIX.

( Flg^. 2. ) « Il n'existe qu'une seule conique

» qui puisse toucher cinq droites (juelconques

» (ab i ac , AB , AC , BG ) données de position

» sur un plan. »

En effet : admettons
,
pour un moment

,
qu'on

puisse tracer deux coniques qui satisfassent à ces

conditions. D'im point b, pris à volonté sur l'une

des cinq droites connues , sur la première, par

exemple
,
je mène aux deux courbes les sixièmes

tangentes bc , bc qui rencontrent ac en c et c.

Par le théorème XXXVII , les six points a , b , c ,

A , B, G apj)arliendront à une même conique, et

il eu sera de même des six points a, b, c, A , B, G.

Or, ces deux dernières courbes coïncident
,
puis-
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cjuV-lles onl cinq points de commun ; et , .jlnsl , une

iiicine conique rcncoutrcrail ia droite ac en trois

points distincts a, c, c : cIh»si' altsurde. Donc, les

deux points c , c se cunfoudcut uéccssaircrneut

en un seul ; donc , etc.

XL.

{ Fig- i5.) « Décrire une conique dont on a

» cinq tangentes ? »

Soient B, C, D, E, A les intersections res-

pectives de la pieiuière et de la deuxième , de la

der.xième et de la troisième , de la troisième et de

la quatrième , de la quatrième cl de la cinquième
,

enfin de la cinquième et de la |)remière tani^entes.

En variant arbitrairement l'ordre de ce nnméio-

age , on formera [iln^ieurs pentagones BCDEAB
circonscrits à la combe demandée , et

,
pom- clia-

cuQ d'eux , les points de contact se détermi-

nent au moyen de ce théorème.

(ï) « Dans un pentagone quelconque(BCDEAB)
» circonscrit à une conique, deux diagonales (AC,

;) BE),quine parlent pas d'un même angle, se

» croisent en un point (P) situé sur la droite

» qui joint le cinquième angle ( D ) avec le point

» de tangence du côté opposé (AB). » (XXXVl).

Nous avons fait voir ( XXXIX ) que les coni-

ques inscrites à ces divers pentagones sont toutes

toïncideules et ne forment qu'une seule et même
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couilje. Ainsi
,
pour le pentagone BC'DE'AB

,

qu'on obtient en permutant les numéros 3 et 4 »

le point de contact de AB se trouvant sur la droite

qui joint l'angle opposé D avec le point P' inter-

section des deux diagonales AC, BE', il s'ensuit

que les trois points P, D , P' sont dans un même

alignement.

On aurait donc une nouvelle démonstration de

l'arlicle XXXIX si on prouvait d priori que ces

trois points P, D , P' sont en ligne droite ; or

,

c'est ce qui résulte iramédlaleraent du théo-

rème XllI, vu que P, D , P' sont les poin's

de concours des côtés opposés de l'hexagone

ACE'BEG'A inscrit dans une conique représen-

tée par le système des deux droites AE , BG.

Le même raisonnement a lieu quel que soit l'in-

tervcrtissement des numéros affectés aux cinq

tangentes données.

Pour obtenir directement de nouvelles tangen-

tes de la section-conique; faites, à volonté , un

hexagone dont les directions des cinq premiers

côtés coïncident respectivement avec les cinq

tangentes données , et dont les trois diagonales se

cioiseut en un même point; le sixième côté tou-

chera continuellement la courbe demandée;

(XXXVI.)
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XIJ.

Le problème Xfi rovlenl (Jonc à celui-ci :

( Fig- i4- ) " Diiiis un j)cnUigoue duniié

» ^ ABCDl'LA ), inscrire une conifjue? »

Or, à chaque diagonale ( CK ) , répond un

an"ie ( D) el un colé ( AB) opposés -, cl , si d'ui>

point O
,
pris à volonté sur CE , on mène aux

exirémilés de AB deux droites qui coupent res-

peclivcnicnl en m et n les deux côtés de l'aniile D,

la droite mn sera lan^'cnie à la courbe demandée
j

(XXXVI.)

Prenons que O soit à l'interseclion des deux

dia<;on;iles CE, AD; alors 72 coïncide avec le point

h où le côlé DE touche la section - conlcjue ;

Ainsi , après avoir trou^é toutes 1rs tangentes

delacouibe demandée, on délenninera le point

de contact de chacune. — Cf^s conslrucliou^a^)-

partiennent à la i^éoméirie linéaire.

Newton résond autrement le problème XL. Il

commence f)ar déterminer le centre de la couibe

au moyen de la proposition suivante :

« Dans tout quadiilaière circonscrit à une co-

xi nique , les points-milieux des deux diagonales

)) appartiennent à un même diamètre. »

Cette [)ropnélé se lie, par le principe de la cor-^

rélaliou, à ce théorème connu :
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« î^es poinls-mllieux des diagonales d'un qua-

» drilatère-complet sont tous trois sur une luèuie

» droite. »

XLII.

Dans riiyperbole , le théorème XXXVI subsiste

encore lorsque le système de deux cole's continus

de riiexagoue circonscrit est représenté par l'une

des asym ploies. La diagonale (jui répond à Tanglti

de ces deux coiés est alors [laraîlèle à colie

asy^mploie.

On voit 5 d'api es cela
,
que noire construclioa

( XLI) peut élre a[)[)liqnée à l'hypeibule dont on

a, ou cinq langenles dlsilncies, ou liois tangentes

et une asyniplote, ou enfin une laugenie cl les

deux asymptotes. Exemples :

XLIIÎ.

(Fig- i5.) <i Décilre une ityperbolc dont on

)) a treis îangenlcs ci une asynipioîe? »

I>es deux premières langeules cou[)enl l'asvmj)-

lole en C , A , cl la iroibième tangente eu D , E ,

rcspecilvcment.

D'un ])oint O, pils à volonté sur CE, soit d'a-

bord conduit OA qui rencontre CD en m
5
[)uis

On
,

patallèle à rasvm[)tole AC , coupant PE
en ri. La droite mn touchera la courbe demau-
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dec.— Faisant vailcr O , ou oLlicni une iufmité

de tanf^cnics nin.

Si O se trouve à rinlerscclion de CE et AD,
le point m se conHjnd avec D , et // coïncide avec

le j^oint b où DE louclie l'Iiypeibole , ce qui

fournit un ni^ycn bleu simple de déterminer le

point de contact de cliacune des tangentes don-

Dc'es
,
puis ensuite celui de mil.

Ce problème n'a qu'une solution.

XLIV.

( FiiT. îG.) « Déciire une liypcrbole dont on a

» les deux asymptotes cl une tangente quelcon-

» que ? »

Les deux asymptotes se croisent en A et sont

coupées en C et D par la lauj^onte.

Avant fait à volonté un parallélogramme

( ACO/i ) dont AC soit nn des côtés, et A l'angle,

je tire la diagonale AO qui coupe CD en m ; alors

Ja droite mn est une nouvelle tangente de 1 hy-

perbole
;
(XMII.

}

Lors(jue n tombe en D , m se confond avec le

point {a j où CD louche la courbe. Ainsi , la por-

tion de tangente comprise entre les deux asymp-

totes est (liMsée en deux parties égales par le point

de contact.



4i

XLV.

{Fig- 17.) f< Décrire une conique clonl on a

w quatre points et une tangente ? »

La tangente étant coupée en E , F par deux

côtés opposés du quadrilatère dont les sommets

sont aux quatre points donnés, U, X, Y, Z;

soit T l'intersection de ces deux côiés. On déter-

mine le point de contact (B) de EF an moyen de

cette équation du second degré
,
(XIV)

,

EX • EY • FB'TUTZ = ËB' -FU • FZ • TX TY,

qui donne deux points B , B' liés entre eux par la

proportion

FB _ EB
FB'

~~
EB^'

et si l'on désigne par C, D les deux points où la

tangente EF rcncoii're les deux autres côtés du

qnadrilrilère UXYZU, on a cette nouvelle rela-

tion
,
(XI),

FB'-EC ED = ËB'-FC-FD,

laquelle fournit tm second moyen de construire

les points cIktcIu's B, B'.

11 exisie , comme on voit , deux ooiwbes dis-

tmcies qui saiisftnit aux cou liiious prescrites.

Ces équations se siinpliricul beaucoup lorsqu'un
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placés à riuriiii. JNIals nous supprimoos ces dclalls

<jui u'oulaucuuc dilliculié.

xr.vi.

{F'q- i;-) si on ciivlsai|o le proLlcinc XLV
sous cet autre éuoncé :

if A un quadrilatèie donné UXYZ/U , circon-

i> scrire une conique assujélie à toudicr une droite

» connue ? »

On peut , dans Thypei bole , imaginer , d abord
,

que les deux côtés de l'un U des angles sont pa-

rallèles entre eux, et à l'une des osyniptotcs; alors,

il reste

EXEY FB -TZ^ËB^ FZ TX TY,

pour résoudre la question suivante :

« Par trois points donnés , faire passer \nic liy-

)) pcihole assujélie à toucher une dioitc connue cl

» à avoir une de ses asymptotes parallèle à un axe

» fixe ? »

XLVU.

(F/g' 17.) Supposons que, en oulrede cette pre-

mière hypothèse, les deux côtés qui comprennent

l'angle opposé Y, soient parallèles entre eux et à la

deuxième asymplote. On trouve, en réduisant,

EXTB'-ÏZz^EB'FZTX,
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et celle formule oonvîpnt au cas où l'on demande

àe faire passer par deux points connus^ une

hyperbole qui touche une droite donnée ., et qui

ait ses asymptotes respectivement parallèles d

deux axes fixes.

XLVUI.

Revenons sur l'article XLV.
Lorsque la tangente passe par l'un des quatre

points donnés , le problème devient linéaire et se

recoud par le théorème XXXlïï
,
qui fournit le

pioyen de déterminer , d'abord , \n\ cinqnièfne

point quelconque de la courbe, et, ensuite, la

tangente en ce point.

On peut construire plus directement les tan-

gentes qui répondent aux trois autres points don-

nés. Voici de quelle manière :

XLIX.

( Fig. 6.) « Décrire une conique dont on a

)) quatre points U, X, V, W, et une tangente

)) passant par l'un U de ces points? »

Les deux couples de côtés opposés , et ^es deux

diagonales du quadrilatère inscrit UXVWU, don-

nant trois points d'intersection C, K, c; et la

tangente connue rencontrant le Irianr^le CKc en

trois points F, H, T; les droites FW, HV, TX
louchem la courbe demandée; (XIX).
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(7w'^'. G.) « D('cilr(» utip conique dont on a quatre

« points, U, X, V, W et une langcnle passant

» par \r. j)oinl d intersection c «les deux <llai|()nales

» de 1 un d<s truis fju.idrilatères couslruils sur

» U, X, V, W coninio sommets? »

Soient K, C les points donnés par les deux

autres couples diagonales, f^a droite KG détermi-

nera le point de contact A de la tangente don-

née; (XXI).

Ajoutons que la droite qui joint C avec le point

de concours de KW et AV, va couper RV en ua

point qui , avec W, détermine une nouvelle droite,

laquelle rencontre CR en un point B, appartenant

encore à la courbe. La tangente en B est cB.

LI.

(F/'^. 8.) « Décrire une conlfjuedont ona quatre

» tangentes et un point u? »

Les quatres tangentes forment un quadrllalère

complet dont les trois diagonales se croisent mu-

tuellement en C, R, c. De Tun, C, de ces trois

points, soit conduit Cu. Joignons, par une droite
,

le point u avec l'une des extrémités de Tune des

deux diagonales qui concourent en C ; cette droite

coupera Rc en un point qui, joint avec l'autie

extrémité de la diagonale , déterminera une nou-
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velle droite, laquelle reuconlre C/i en nn point x

de la courbe clierchée; (XXllI), Cela fait, les

deux droites Kw, ex donnent, par leur interseciion

mutuelle, un troisième point u de la courbe; et

les trois droites Rj:, eu , Cç se croisent toutes en

un même point w qui appartient encore à la sec-

tion-conique demandée *; (XXIll ). Ainsi , la ques-

tion est réduite à celle du numéro XFjV : elle a

donc deux solutions, qui se réduisent à une seule

dans les deux cas suivans :

LU.

« Décrire une conique dont ou a quatre tan-

» gentes et un point situé sur l'une de ces tan-

w gentes? »

Le théorème (XL, 2) sert à déterminer une

cinquième tangente quelconque , et son point de

contact.

On peut, comme à l'article XXV, trouver di-

rectement les points de contact des trois autres

tangentes données.

LUI.

(F/g. 6.) « Décrire une conique dont on a

» quatre tangentes et un point B siiué sur l'une

* En comparant ceci aux solutions connues (celle de

Newton, par exemple), on voit comment la simplicité

dos résultats tient à la manière d'envisager la question.



*» (les trois (] 'laiton ales du rjuadriLticrc-complel for-

i) un' }>;«!• cfs tjualre lan^''UU'>? »

I.ps Uoi.s iJl.-i^'onalcs 6C ciHiisaiU eu C,K,c,
Cl B se trouvyiil

,
y.n- exemple , sur CK, la

droite cB louelicra Ij 5eclloii-coiii(]uc dciiiauJe<';

(XXI, XXIV).

Pdiir obleuir le deuxième pohil , A, où CK perce

la eojjibe, joignez, parnne droite, le poliu B avec

l'une (le; exlrciuiiés de la diagonale qui ronilcnl

les points C, c; cette droite rencontre Kc en nn

point qui
,
j<Miii a\ec Tanlre extrt'niilé de la diago-

nale, détermine une nouvelle dioiic , lacjuelle

coupe KC au point cherché A. Alors, cA est

une sixième tangente de la seclioa - conique ;

(XXI, VU).

LIV.

« Décrire une hyperbole qui louclic quatre

>ï droites connues , cl qui ait une de ses asvmp-

y, tôles parallèle à une droite donnée de posili-

» ii(>n ? )>

Si
,
par le point (rinlcrscclion de deux qnelcon-

fjue& des trois^diagonales du quadrilatère-complet

furnié par les quatre tangentes , on mène, parallèle-

îuent à rasymptole, une droite terminée à la troi-

sième diagonale ; le poinl-millen de cette parallèle

appartiendra à la courbe cherchée: ( LI).
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-LV.

{Fig. 18.) (( Décrire une conique tîont on a

» deux tangentes el trois points A , 13, B'? »

Les deux tangentes étant respectivement cou-

pées en E, F par AB, el en E', F' par AB', des

points E, F, menons deux paires de tangentes au

cercle ABB', et joignons, deux à deux, par des

droites, les points de contact qui n'appartiennent

p.vs à une même paire de tangentes; ces quatre

droites, par leurs croisemcns mutuels, donneront

deux points C, K situés sur AB; (XVIII). Opé-

rant de la même manière pour E', F', on obtient;

sur AB', deux nouveaux points C,W . Alors , cha-

cune des quatre droites CC, GK', KC, KK.'

coupe les deux tangentes données, EE', FF', aux

points où celles-ci doivent toucher la section-

conique demandée; (XV).!! existe donc quatre

courbes distinctes qui satisfont aux conditions

prescrues.

Si l'une des deux tangentes passait dans le trian-

gle que forment les trois points donnés , on déter-

minerait G,K, C, R' à faldo des constructions

indifjuées par les formules A. f^'oycz les articles

XV et XVI.

Les quatre solutions de ce problème g('néral se

réduisent à deux dans les deux cas suivans :

1". Quand l'un , B', des sommets du triangle ABB'
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tombe sur riino,Fl'", tics deux langenlcs; alors,

les quatre pouiis B', F', C, VJ se coufondenl ea

un seul; 2». Quand l'un , AB , des côtés du trian-

gle ABB' tend au point de concours des deux tan-

gentes ; alors, les deux poinis G , Iv se réunissent

en un seul qui, avec le point de concours des

deux tani;entes , divise hamionlquemeul la corde

AB;(XV.)
Enfin, eu cumulant ces deux livpotlièses, c'est-

à-dire , en supposant que les deux tani;enlcs se
^

croisent sur AB, et que l'une d'elles contienne B',

la courbe demand(*e est unique et peut se décrire

par de simples intersecUous de li^^iies droites. La

construction qui convient à ce cas s'applique égale-

ment à cet autre problème de la lè^le :

LVI.

( Fig. ig. ) « Décrire une conique qui, lou-

» chant deux droites dont E est le point de con-

V cours, passe par deux points A , B d'une droite

i> menée par E, et, de plus, soit toile que la

» corde de contact tende vers un point connu R? >j

Soit e l'intersection de AB et de la corde de

contact cherchée UX. Puisque la corde AB est

divisée harmoniqueraent par les deux poinis E, ^,

(XV), on déierminera e par le procédé VII.

Alors , tirant la droite Pve, on a les deux points de

contact U , X.
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LVII.

( Fig. 6. ) (( Décrire une conique dont on a un

» point (X) et deux tangentes dont les points de

» contact (U, V) sont donnés ? »

Faites un quadrilatère dont les trois premiers

sommets soient en X, U, V, et dont les côtés op-

posés se croisent ( en C , c) sur une droite menée

à volonté par le point de concours ( H ) des deux

tangentes ; le quatrième sommet W appartiendra

toujours à la courbe demandée
\
(XXI ).

Soient K rinlersection mutuelle des deux diago-

nales du quadrilatère XUWVX, et F, M les points

où la droite KC
,
par exemple , coupe HU et HV

respectivement. Les droites FW, EX toucheront

la section-conique, ( XXI ). — Ainsi
,
par cette

méthode , on sait déterminer un point quelcon-

que (W) de la courbe, et, aussi, la tangente

( FW) en ce point.

On peut d';iilleurs trouver directement , et la

tangente en X*, et le deuxième point oii HX

* Prenons que la tangente en X coupe UV en X', et

les deux côtés Je l'angle H en T et E ; les quatre points

X, X', T,E seront distribués harmoniqueinent
; (XV).

Ainsi
,
pour obtenir directement cette tangente, il faut :

u Par un point connu X , mener une droite qui coupe

4
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perce la courbe , elc. 'I ouïes ces construciion»

s'en'ecliienl srms le secours du compas.

D.ms ri)y|)erboIe, le point donué X peut être

situé , à rinfiiii , sur une droite parallèle à l'une

des asyuipioies. Alors , elc.

LVIII.

(Fif^- 5.) On peut appliquer à la question précé-

dente ( LVII ) un autre mode de résoluiion qui

permet l'eiiiploi du calcul.

« Décrire une conique dont on a un point A,

» et deux tangentes dont les points de contact

» U , X sont donnés 1 n

» en X', T, K les trois côtés d'un triangle donné ( HL'V),

>• en telle sorte (ju'on ait

X'T _ XT,
X'E

" XE •

"

Or , ce problème est un cas particulier du suivant
,
qui

appartient encore à la géométrie de la règle :

« Ayant, sur un plan, une conique , un point D et

» une transversale rectiligne quelconques, mener, par D,

>» une droite qui rencontre la courbe en A et B; et la

» transversale fixe en C , avec la condition

AC _ BC^
AD — BD •

"

Le point C est déterminé par l'intersection de la trans-

versale et de la polaire de D. Donc le problème est

résolu.
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Si
,
par A , on mène , à volonté , une dioite

qui coupe les deux tangentes en E et F, et la droite

UX en C , le deuxième point , B , où cette trans-

versale arbitraire rencontre ia courbe, est donné

par l'équation du premier degré (XV),

EAEBFc^ = FAFBÈC\

LIX.

( Flg. 20. ) « Décrire une conique dont on a

y> trois tangentes et deux points, A, B? w

Les trois laugenles sont respectivement cou-

pées en E, F, E', par la droite AB.

Des points E , F, menons deux paires de tan-

gentes au cercle ( de rayon arbitraire) qui passe

par A et B-, et joignons deux à doux, par des

droites , les points de contact qui n'appartiennent

pas à une même paire de tangentes. Ces quatre

droites donneront, par leurs croisemens mutuels,

deux points C, R, situés sur AB; (XVJII).

Opérant de la même manière pour E', F , on

obtient, sur AB, deux nouveaux points C, R'.

— Alors, les deux points C, C, ou C. R' , ou

R , C, ou enfin R, R', appai tiennent aux cordes

de contact respectives des df>ux premièies et des

deux dernières tangentes données; (XV). — Or,

dans chacun de ces (juatre cas , la combe est uni-

que, et on sait la construire; ( XXVII ). Ainsi, on
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aux coiidiiious prcscrilcs.

Si l'une des trois tangentes passait entre les

deux points donnés , on déterminerait C, R,
C, R' à l'aide des constructions indiquées par les

formules A; (XV, XVI).

Les fjuatre solutions âc ce problème général

se réduisent à deux dans las deux cas suivaus :

i". lorsque l'un des points A , B tombe sur l'une

des trois tangentes données j 2 ". lorsque la droite

AB tend au point de concours de deux (juci-

conqucs de ces trois tangentes.

Enfin , voici deux cas où la courbe est

unique et peut se cjuslruire sans le secours du

compas :

1 ".Quand les deux points A,B sont respectivement

sur deux des trois tangentes données. ( 11°. volume

de la Correspondance sur l'Ecole Polytcclmique
,

article Géométrie de la Règle ^ § IV).—Ce cas est

traité fort au long par Blondel , dans la JRcsolu-

tJoTi des quatre principaux problèmes d'archi-

tecture. (Voyez le tome V^ des Méujoires de

l'Académie des Sciences.)

{Fig. 21)2°. Quand l'un,A, des deux points don-

nés tombe surTuTijPQ, des côtés du triangle OPQ
formé par les trois tangentes , et que , en outre,

la droite AB tend au soujmet opposé O ; alors

,

la corde de contact de l'angle O coupe AB et PQ
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en deux points C , C xlonnt's par les deux propor-

tions harmoniques

0A_ CA
OB~CB'
AP_ CT
AQ ~ CQ '

d'où la construction indiquée par la figure 21
,

pour délernjiner ces deux points C , C; (III , YI).

— C B touche la courhe en B.

LX.

Ainsi , nous avons résolu tous les cas de ce pro-

blème général :

« Décrire une conique dont on a n points et

» 5 — n tangentes? » ( n représentant Tune des

des six valeurs, 0,1, 2, 5, 4» 5.)

Récapitulons :

Dans les deux
hypothèses

«=0,5 —«=o I

n=i,5 —n= I le problème a

«=.2,5 —«=2
J

LXI.

solutions-

( Fig. 4- ) Le théorème XI va nous découvrir

de nouvelles propriétés des coniques à branchas

infinies.

La transversale AB étant quelconque, posons

que la courbe soit une hyperbole, et que lequa-
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diilatère iuscril UXYZU ail deux somraels op-

posés silui'S , à riniini, sur des droites respecli-

vemeiil parallèles aux asvrnj)Olcs. Dans celle hy-

podicse , les Irols [»(>in»s I, II, D ne cessent pas

d'eue en li^ne droue (XIII) , ei les «'(juaiions A

subsislent toujours , comme 11 est aisé de s'en

convaincre à priori en comparant les triangles

semblables. De plus , en njeitant la proportion

ACAD BCBD
AEAF~~ BLBF

sous la forme

AC BC _ AEBE
AFa3F~" ADBD'

on en conclut que

(( Si, d'im p(>int U
,
pris à volonté sur le péri-

» mètre d une hyperbole , on mène
,

parallèle-

i) raenl aux asymptotes , deux droites qui aillent

» co.nper en C ^ F une transversale fixe qnel-

» conque dont les intersections avec la courbe

y) sont A ei Jd, le rapport de -—p; a _^--;; sera constant
' '' Ai^ Br

» pour toutes les positions de U. »

LXIL

{Fig. I. ) Reprenons le cas d'un quadrilatère

quelconque UXYZU-,
(
XI j. Si la courbe cir-

conscrite a des branches infinies , et que la se-
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cante AB ne la rencontre qu'en un seul point B

,

il vient , d'après les formules A

,

BC_ BG
BF ~ BD '

d'où l'on tire les deux théorèmes suivons.

LXIII.

« Soit tracée, à volonté, dans une hyperbole,

» une droite parallèle à lime des asymptotes. Si

,

» de deux points fixes quelconques de celle courbe,

» on mène, à un troisième point variable de son

» périmètre, deux droites indéfinies, les deux

» segmens interceptés sur la parallèle , entre ces

» droites et la courbe , auront entre eux un

M rapport constant. »

LXIV.

« Avant une parabole , soit tracé un diamètre

» quelconque. Si , de deux points fixes quelcou-

» ques de cette courbe , on mène, à un troisième

» point variable de son périmètre , deux droites

» indéfinies , les deux segmens interceptés sur le

» diamètre , entre ces droites et la courbe , auront

w entre eux un rapport constant. »

LXV.
Ainsi donc :

« Pour deux tangentes quelconques de la pa-
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» rabole , le segment inlerccplé , sur un diamè-

)) tre quelconque , entre la courbe et la corde de

» contact , est moyen proportionnel cniro les

» doux segmens interceptés sur le même diamètre

M entre la courbe et les deux tangentes. »

LXVI.
Pareillement :

« Soient deux tangentes quelconques de l'Iiv-

» perbole , et soit mencc , à volonié , une droite

» indéfinie parallèle à l'une des asymptotes. La

» partie de cette parallèle comprise entre la

» courbe et la corde de contact , sera moyenne

» proportionnelle entre les deux parties de cette

» même |)arallèle compiises entre la couibe et

» deux tangentes. »

LXVII.

( F/g. I , 22. ) Le quadrilatère UXYZU étant

quelconque
, (XI) , et inscrit dans une byperbolo,

si on suppose que la transversale AB soit une des

asymptotes de la courbe , les formules A donnent

en sorte que^

« Si , de deux points fixes quelconques d'une

» hyperbole , on mène des droites à un troisième

» point variable de la courbe; la portion d'asymp-

» lote interceptée entre ces deux droites indéfi-

» nies sera une quantité constante. »
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Et, si on prend les asymptotes pour axes coor-

donne's , il est clair que cette quantité consiaute

sera
,
pour l'axe des x , égale à la différence des

abscisses des deux points fixes , et, pour celui des

j/, égale à la différence des appliquées de ces deux

mêmes points fixes.

Il est encore évident que celte quantité con-

stante est égale au segment intercepté , sur la

même asymptote , entre le prolmigemeut de la

corde qui joint les deux points fixes et la tan-

gente menée par l'un ou par l'autre de ces deux

points.

LXVIIL
Ainsi :

H Dans l'hyperbole , la portion d'asymptote in-

» terceptée entre deux tangentes quelconques est

y) divisée en deux segniens égaux par la corde de

» contact. »

LXIX.

{Fig. 22.) On tire de l'article LXVII une

nouvelle solution de ce problème connu :

(( Décrire une hyperbole dont on a une asymp-

)) tote et trois points X, Y, Z? »

Soit pris, à volonté, sur l'asymptote (qui est

coupée en D, E, respectivement, par les lignées

YZ, YX) , deux points G , F tels qu'on ait

CF= DE,

CE=FD;
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les deux droites XC , ZF se croiseront en un

point U de la courbe demandée.

Pour tracer la lan^'ente en l'un quelconque,

Z , des trois [)olnls donnés
, je tire XZ qui coupe

DE en c, et je prends, sur l'asymptote

,

ç/=DE,

de telle sorte qu'on ait aussi

cE=/D.

Le point f, ainsi déterminé , apparllenl à la

tangente chercliée.

Ajoutons que l'un des trois points donnés peut

être situé , à l'infini , sur une droite parallèle à la

deuxième asymptote.

Dans tous les cas , le problème n'a qu'une so-

lution.

LXX.

( Fig. 25.) u Décrire une hyperbole dont on

)) a une asymptote , un point et deux tan-

» gentes ? »

Les tangentes rencontrent en F, J l'asymptote

,

et en N,G, respectivement, la droite conduite

du point donné Y, parallèlement à FJ.

Soit pris, sur cette parallèle, YR (ou YR'),

moyenne proportionnelle entre YN et YG , et

soit joint K. avec le point C milieu de FJ. La

droite KG coupera les tangentes données aux
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poinls Z, X, où elles doivent toucher l'hyper-

bole. — En effet, si ou tire YZ , YX, qui rea-

contreol FJ en D, E , respeciivemenl, op a, par

notre; construciiou , et par les parallèles,

CF= CJ= DE;

donc , en vertu de l'article LXVII, etc.

Prenant, sur l'asymptote FJ

,

EQ= EJ= CD;

QY touchera la courbe en Y
;
(LXVIII).

En opérant sur le point K' , comme on vient

de le faire sur K , on trouve une deuxième hy-

perbole.

Enfin , il peut arriver que Y soit placé sur l'une

des deux tangentes , sur la deuxième
,
par exem-

ple ; alors , les quatre points Y, G , K , K' se con-

fondent en un seul , et le problème n'a plus qu'une

solution.

Le point donné , Y, peut être situé, à l'infini

,

sur une droite parallèle à la deuxième asymptote.

LXXï.

(Fig. 24). K Décrire un hyperbole dont on a

» deux points X , Y, une tangente INF, et une

» asymptote EF ? »

L'asymptote est rencontrée en F par la tan-

gente, et en E par la droite XY.
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Ayant conduit
,
parallèlement à EF, la droite

XN qui rencontre en N la tangente donnée ; soit

O le point oii EF est coupé par YN. Prenez.

,

sur l'asymptote , OD (ou OD'), moyenne propor-

tionnelle entre OE et OF. Le point de contact,

Z , de FN , sera déterminé par la droite YD.

En ellet , on a
,
par construction

,

OE Op
OD^ÔF'

Or , appelant C l'intersection de EF et XZ , les

parallèles donnent

OE_ FC
OD ~ FD *

donc

FC = DE;

donc
,
par le lliéorèrae IjXVK , etc.

Prenant , sur l'asymptote EF,

CJ==FC= DE,
EQ=r:EJ=:CD,

les droites XXJ, YQ loucheront l'hyperbole

en X, Y, respectivement.

Il existe deux hyperboles qui résolvent le pro-

blème. La seconde touche FN au point où cette

droite est coupée par YD'.

L'un des deux points donnés peut être situé
,

à riuHni , sur une droite parallèle à la deuxième

asymptote.
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Enfin, lorsque X ,
par exemple , appartient à

la tangente donnée , le problème n'a qu'une so-

lution.

LXXII.

Toutes les proportions contenues dans ce Mé-

moire se rattachent au théorème XI, qui est un des

plus généraux que l'on puisse établir sur les coni-

ques; et il est bon d'observer que nous avons

constamment envisagé ces courbes comme des

sections faites par un plan dans un cône oblique à

base circulaire , suivant la définition ^Apollo-

nius j et que, partout, nous avons évité l'emploi

des quantités linéo - angulaires , en sorte que ces

fragmens peuvent composer le fond d'un Traité

synthétique des lignes du second ordre.

Il resterait beaucoup d'autres conséquences à

tirer de l'article XI. Nous nous contenterons
,

pour le présent, de montrer par quelle voie Xhexa-

gone inscrit (XIII) conduit aux propriétés de si-

uiiiitude des coniques douées d'un centre.

LXXIII.

ABCDE , ahcde étant deux pentagones sem-

blables. De l'un des sommets, E, du premier,

menons , à volonté , un nombre quelconque de

droites EF, EF', FF" et, du sommet cor-

respondant , e , du deuxième , tirons un même
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nombre die lignes homologues , ef\ ef y cf"

Déh-Tiniiions ensuite, par la propiielé (XIII) de

l'hexagoDe de Pascal , les poiots F, F', F" , où

le premier système de droites aiLilraires ren-

contre la conicjue circonscrite à ABCDE
;
puis

,

les poinis /', /', /"
, où le deuxième sys-

lènie coupe la conique ciicouscrile à abcde.

Par suite de celle construction , et d'après la

lliéorie des figures reciilignes semblaMes, les deux

polygones inscrits ABCDEFF'F" ,

abcdeff'f". sont semblables entre eux. Et

comme le nombre de leurs côtés est indéfini , et

qu'ils tendent à coïncider avec les courbesenvelop-

panles dont ils peuvent différer d'aussi peu qu'on

voudra, il s'ensuit que ces deux courbes, limites

de polygones semblables , sont elles-mêmes sem-

blables l'une à l'autre. Donc :

LXXIV.

« Les coniques circonscrites à des pentagones

» semblables sont semblables entre elles , et ont

,

» par conséquent , toutes leurs lignes homolo-

>) gués proportionnelles. »

On peut déduire , de celle proposition fonda-

mentale , tout ce qui est relatif aux cGni(|ues sem-

ï) labiés.

%
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LXXV.

Une conique étant circonscrite à un quadii-

îatère quelconque , de manière à toucher une

droite menée arbitrairement par l'un de ses angles.

Si cette figure recliligne , composée de cinq droi-

tes , cluinge de grandeur en restant semblable à

elle-même , les dimensions linéaires de la co-

nique varieront dans la même proportion , et celle

courbe demeurera constamment semblable à elle-

même
5
(XXXIII).

Si le quadrilatère inscrit est un parallélo-

gramme, et que la tangente, menée à l'une des

extrémités de la première diagonale , soit paral-

lèle à la deuxième j ces deux diagonales forme-

ront un système de diamétres-conjugués dont le

rapport sera constant. Ainsi, par exemple,

« Deux coniques sont semblables quand leurs

» axes sont proportionnels. »

C'est sur cette propriété caractéristique que

quelques auteurs ont basé la défimiîon des coni-

ques. Celte marche n'est pas naturelle. Il nous a

paru plus convenable d'emprunter de la théorie

des polygones l'idée de la similitude des courbes.

LXXVI.

Une conique étant circonscrite à un triangle de

manière à loucher deux droites menées à volonté
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de deux de ses angles. Si celte ligure rocliligne,

roTuposée de eiiKj droites , change de gi;iudeur eu

conservant les niénies angles cl la même propor-

tion dans ses élciuens, la courbe demeurera con-

stamment semblable à elle-même; ( LVII).

LXXVII.

ABCDE est un pentagone quelconque cir-

conscrit à une conique dont les points de contact

soui les sommets d'un deuxième pentagone ahcde.

— ABCDE change de dimensions en demeurant

semblable à lui-même ; et , d'après ce qui a été

dit (XL,!), ahcde varie dans la même propor-

tion , et reste semblable à lui-même ; donc

(LXXIV) , il en est de même de la courbe ins-

crite à ABCDE. Ainsi :

« Les sections coniques inscrites à des penla-

« gones semblables sont semblables entre elles. »

LXXVIIL

Terminons en observant que le théorème XV
conduit à quelques propriétés nouvelles des cônes

tangens aux surfaces du second degré. Exemple :

« Si on déforme une surface quelconque du

)) second ordre assujettie à passer par deux points

» donnés et à loucher tous les élémens d'un cône

» du second ordre, le plan de la courbe de con-

» tact changera de position en pivotant sur un
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» point fixe situé dans la droite que détermineat

» les deux points donnes. »

LXXIX.

On sait donc résoudre ce problème :

« Décrire une surface du second ordre assu-

)) jeitie à passer par quatre points et à toucher

» tous les élémens d'un cône du second degré ? »

Ayant construit trois points du plan de con"

tact ( LXXVill ) , on aura la courbe de contact

,

et la question sera réduite à celle-ci :

« Par un point connu , faire passer une sur-

» face du second degré assujettie à toucher un

» cône du second ordre dont la ligne de contact

» est donnée ? »

f|/%'«i\'V%iV«^%V%iV%'«%V«W««V%
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L'iiisloire de la géométrie de la règle est liée à

celle des lignes harmoniques ; voyez :

Desarguf.s, Traité de. la Pers])cctive , iG36 et 1648,

(éd. de Busse).— Traité des Sections- Cunir/ues.

— Ce géomètre désigne la proportion harmonique

sous le nom èJinvolution

.

Grégoire de Saint-Vincent, Opus Geometricum , 1647

— 11 nomme moyenne cl extiéinc raison propor-

tionnelle , ce que nous avons appelé proportion

harmonique.

Blondel , Mémoires de l'Académie des Sciences, tome 5,

page 396 (an ibGi ).

Pascal, 1662.— Le troisième traité de son manuscrit sur

les coniques portait celte inscription : De quatuor

tangentibus , et rectis puncta latuum jniigenti-

bus, undè rectarum harmonict sectarutn tt dia~

metrorum proprieiates oriuntur.

De La Hire , Secliones- Conicœ , 1 685.

Carnot, Théorie des Transversales , 1801, i8o3, 1806.

Lavit, Traité de Perspective .fi^o/^y^V et XIP. parties.

Servois , Solutions peu connues , 1 804

Pappus, Collections Mathématiques ^ livre 7*. (4*siicle).

ScuooTEN, Exercitationcs Georjietricce , i656, livre a*.
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Robert Simson, De Porismadbus ^ l'j 22 ,( Transactions

Philosophiques , n°. 877 ). — Opéra , etc. ,

î«-4°. , 1776.

Maclaurin, Geometria organica, 1720. — TransaC"

tions Philosophiques , n°. 43g^ année 1725.

BraikenridoE , De Descriplione Curvarum^ 1733. —
Transactionsphilosophiques^n° . /^Z&, année i^ZS.

MuLLER , 1760 — etc.

Lambert, Perspective^ 2'. édition ^
2*. partie} (Zu-

rich, 1774).

FIN.
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